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基于非负矩阵分解的稀疏网络社区发现算法
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摘　要：　社区结构是复杂网络的重要特征之一，社区发现对研究网络结构有重要的应用价值 . 基于非负矩阵分

解（Non-negative Matrix Factorization，NMF）的社区发现方法是解决社区发现问题的一类基本方法，然而，大多数不能很

好地扩展以适用于大型网络，并且在稀疏网络上往往会失败 . 由于表达复杂网络拓扑结构特征的邻接矩阵在数据矩

阵稀疏时，特征向量的局部化导致基于 NMF的方法往往无法工作 . 本文提出一种基于 NMF的稀疏网络社区发现算

法，尝试提高使用非负矩阵分解方法进行社区发现的准确性以及普适性 . 本文提出从局部特征向量学习正则化矩阵

用来表达原始网络拓扑结构特征，得到的特征矩阵能够很好地发掘数据矩阵隐含的全局结构有更强的特征表达能

力 . 与邻接矩阵相比，正则化数据矩阵克服了由于稀疏或噪声引起的特征向量（或奇异向量）的局部化问题 . 在人工网

络和现实网络中的实验结果显示：与经典的基于 NMF的社区发现算法相比，该算法能够发现更准确的社区结构，同

时，在稀疏网络上也有较好的表现 .
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Abstract:　Community structure is one of the important characteristics of complex networks.  Community discovery 
has important application value in the study of network structure.  Community discovery methods based on non-negative 
matrix factorization (NMF) are a kind of basic methods to solve the problem of community discovery.  However, most of 
them can not be well extended to large networks, and often fail in sparse networks.  Because of the localization of the fea⁃
ture vector when the data matrix of the adjacency matrix is sparse, the NMF based method is often unable to work.  This pa⁃
per proposes a NMF based sparse network community discovery algorithm, trying to improve the accuracy and fitness of 
NMF based community discovery methods.  By learning the regularization matrix from local eigenvectors, it is able to ex⁃
press the topological features of original network.  The obtained eigenmatrix can well explore the global structure implied in 
complex network and has stronger feature expression ability.  Compared with adjacency matrix, regularized data matrix 
overcomes the localization problem of eigenvector (or singular vector) caused by sparse or noise.  The experimental results 
in artificial network and real network show that compared with the classical NMF based community discovery algorithm, 
this algorithm can find more accurate community structure, and has better performance in sparse network.
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1　引言

现实世界中大量复杂系统都可以建模为网络结

构，例如，社会网络、蛋白质互作用网络、计算机因特

网、生物疾病传播网络等都以网络的形式呈现［1］. 其

中，网络节点表示各个实体，连边表示实体间的关系 .
大量研究表明，复杂系统的网络结构表现出一种社团

化的特征［2］，即整个网络由多个社区结构组成，这些社

区内部连接相对紧密，社区之间连接相对稀疏［3］. 然

而，一个社区的物理意义很大程度上取决于网络所属

的应用领域［4］. 例如，在社交网络的情况下，社区对应

于具有相似的兴趣或偏好的团体［5］. 在新陈代谢网络

中，它代表模块化结构，例如功能单元［6］.
有效发现网络中的社区结构对分析复杂系统组成

结构、了解系统内部互作用机制、揭示系统发展规律以

及预测复杂系统行为具有重要的理论意义和实用价

值［7］. 近年来，大量社区发现算法被提出，包括基于谱

聚类的算法、基于模块化的方法、基于 NMF的算法、基

于模型的方法等 . 最近的社区检测算法综述可以查阅

相关的文献［8］，在这些方法中我们专注于新近关注度

较高的以NMF为基础的算法 . 这类算法由于在社区发

现中的良好表现，受到了广泛的关注 . 文献［9］考虑到

复杂网络包含层次和结构信息，如节点级相似性和社

区级相似性，从深度自编码器得到启发，结合NMF提出

一个类似于自动编码器的深度NMF来学习具有隐藏信

息的分层特征，以更好地发现网络中的社区结构 . 文献

［10］针对目前大多数社区检测方法直接利用原始网络

拓扑信息而忽略了固有的社区结构信息，它利用节点

属性矩阵和社区结构嵌入矩阵信息，将属性社区检测

表示为非负矩阵优化问题，以识别属性图中的所有

社区 .
然而，当网络规模大且稀疏时，现有的社区检测算

法包括以NMF为基础的算法大多难以检测出准确的社

区结构，有时甚至不能工作［11］. 针对网络的稀疏性问

题，在社区发现研究领域近年来也有相关方法被陆续

提出 . 文献［12］提出了一种半监督社区检测方法，将深

度学习技术与社交网络的拓扑特性相结合 . 为了处理

维度和稀疏性问题，并在非常大的稀疏矩阵上有效执

行卷积，文献［12］对传统CNN卷积层进行修改，提出了

一个针对高维稀疏矩阵之间的卷积计算而优化的卷积

层，专门考虑非零值来优化稀疏矩阵的计算，从而大大

减少了内存使用 . 文献［13］提出了一种基于深度学习

方法和社交网络拓扑属性的自动社区检测方法，该方

法利用一个特定的卷积神经网络用于捕获和表示在线

社交网络中典型用户的交互，将稀疏矩阵表示与复杂

网络上的深度学习技术相结合 . 文献［14］研究了 4 种

不同的网络表示方法，选择最佳表示输入深度稀疏滤

波网络中，以获得在每个节点上表示的社区特征映射 .
其中，稀疏滤波是一种简单的双层学习模型，它可以处

理高维的图数据，将高度稀疏的输入表征为低维特征

向量 . 以深度学习技术为基础模型的稀疏网络社区检

测方法，也起到了较好的克服网络稀疏问题的作用 . 只

是在模型的参数化学习以及特征工程方面，需要进一

步的降低算法的复杂度 . 另外，对于潜在社区数目的确

定仍然需要寻找自适应的方法 . 因此，鉴于稀疏性限

制，设计一种有效的社区检测算法仍然是一个具有挑

战性的任务［15］.
目前，基于 NMF 的社区检测算法主要从两个方面

考虑 . 一方面是算法的参数化，在基于 NMF 的算法中

涉及到的大多数参数都具有合理的缺省值 . 除了潜在

因子的确定，具体到社区检测问题即社区数目的确定 .
另一方面，是关于数据矩阵的构造，也称为特征矩阵，

即在NMF模型中待分解的矩阵 .
针对上述问题，进一步考虑网络的稀疏性，本文提

出了基于非负矩阵分解的稀疏网络社区发现算法（the 
Non-negative Matrix Factorization based algorithm for com⁃
munity detection in Sparse networks，NMFS）. NMFS 算法

克服了由于稀疏或噪声引起的数据矩阵特征向量（或

奇异向量）的局部化问题，提高了基于NMF社区发现方

法的准确性和适用性 . 本文的主要贡献有如下3点：

（1）引入矩阵正则化变换以更好地表达网络的全

局拓扑结构特征，缓解了在网络稀疏情况下数据矩阵

特征向量的局部化问题 .
（2）提出了基于正则化变换的非负矩阵分解稀疏

网络社区发现方法，在不增加计算复杂度的情况下结

合非回溯矩阵的谱分析来确定社区划分数 .
（3）在多个数据集上进行的实验结果表明，本文提

出的 NMFS算法在稀疏网络上可以得到准确性更高的

社区划分结果 .
本文的组织结构如下 . 首先给出了对称NMF和谱

聚类目标函数的等价性证明 . 在这个基础上，提出了基

于正则化变换的用于稀疏网络社区发现的NMFS算法 .
然后，通过在真实世界的稀疏网络和人工生成的稀疏

网络上测试所提算法，去进一步分析它在处理稀疏网

络上社区发现的性能 . 最后，对该方法进行探讨分析，

提出未来可扩展的方向 .
2　对称非负矩阵分解与谱聚类目标函数的

等价性

近年来，当给定数据可以表示为矩阵形式时，谱聚

类方法作为一种数据聚类方法表现出较好的应用前景

并维持了较高的研究热度［16］. 谱聚类的目标函数有 3
种类型：比率切割、归一化切割和最大最小化切割［17］.
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为了证明对称非负矩阵分解目标函数和谱聚类目标函

数的等价性，这里重点讨论了比率切割形式的聚类目

标函数 .
假设G = (VE)表示无向图，其中V表示图G的顶点

集合，E 代表连接节点的边集合 . 假定图 G 是加权的，

它的加权邻接矩阵记为W = (wij )ij = 12n. 其中，所有元

素值都为非负值 . 假如wij = 0表示在顶点 vi和 vj之间没

有边连接，wij > 0表示顶点 vi 和 vj 之间的连边具有非负

的权值［18］. 为了简便起见，记顶点 vi Î V 的权值和

为Oi =∑
j = 1

n

wij.
注意，矩阵U被定义为对角矩阵，其对角元素记为

u1 u2 un. 对于给定数量的K个子集C1 C2 Ck，比

率切割方法可以简化地表示如式（1）和（2）所示［19］：

min RatioCut(C1 C2 CK )=
1
2∑

i = 1

K W ( )Ci 
-
C i

||Ci

（1） 

cut (C1 C2 Ck ) = 1
2∑

i = 1

K

W ( )Ci 
-
Ci （2）

其中，Ci表示顶点集合的子集Ci Î V，它的补集记为
-
Ci.

并且 W (Ci  
-
Ci )：= ∑

iÎCi

∑
jÎ -

Ci

wij，|Ci |表示子集 Ci 的大小即

该子集当中所包含的顶点个数 .
对于给定的 K 个子集 C1 C2 Ck，定义 K 个指示

向量记为 (h1j h2j hnj )T，j = 12K，如式（3）所示：

hij =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

1 ||Cj  if  vi ÎCj

0 否则
  (i = 12n； j = 12K )

    （3）
将这K个指示向量作为列向量形成新的矩阵记为

HÎ Rn ´K，显然矩阵 H中的列向量是彼此正交的［20］，它
使下面的式（4）成立：

hT
i Lh i =

cut ( )Ci 
-
C i

||Ci

（4）
进一步地，结合矩阵的迹，可以得到如下的式（5）：

hT
i Lh i = (H T LH ) ii

（5）
其中，矩阵L为非归一化拉普拉斯矩阵，记为L =U -W，

当 K 取任意值时比率切割聚类目标函数可以简化

为式（6）：

RatioCut (C1 C2 CK ) =∑
i = 1

K

hT
i Lh i

=∑
i = 1

K

(H T LH ) ii

=Tr (H T LH )

（6）

假设 tr表示矩阵的迹，最小化比率切割问题可以表

示为式（7）所示：

min
C1 C2 CK

tr (H T LH ) （7）
满足H T H = I，H如式（3）所示 .
通过允许矩阵 H 的元素值取任意实值，可以得到

该问题的松弛优化情形，如式（8）所示：

min
HÎ Rn ´K

tr (H T LH ) （8）
满足H T H = I.
由此可见，它已经转变为迹最小化问题的标准形

式［21］. 由于 K-均值和谱聚类的理论框架是统一的，所

以用H表示的谱聚类的解可以看作对应的K-均值聚类

结果［22］. 给定 n个数据点记为X = (x1 x2 xn )T，K -均

值聚类的目标函数可以表达为式（9）：

min JK = ∑
k = 1

K ∑
iÎCk

 xi -mk

2

            =  ∑
i

 xi

2
- ∑

k = 1

K 1
nk

∑
ijÎCk

xT
i xj

（9）

其中，mk = ∑
iÎCk

xi /nk 是聚类Ck 的 nk 个点中的聚类中心 .
定义 K 个非负指示向量作为聚类的解决方案，可以表

示为式 (10)：

Y = ( y1 y2 yK )
and    yK = ( )00


11

nk

00

T

n1 2
k

（10）

显然，矩阵 Y 表示的 K-均值聚类的解和矩阵 H 表

示的比率切割聚类的解实际上是一致的［23］. 那么，式 (9)

可以被重写为式 (11)所示：

JK =∑
i

x 2
i - ∑

k = 1

K

hT
k X T Xhk

     =  tr ( X T X ) - tr (H T X T XH )
（11）

由于第一项是常数，式 (9)可以被改写为式 (12)：

max
Y TY = IY ≥ 0

JW(H ) = tr (H T X T XH ) （12）
可以看出，除了在数据表示形式上比率切割是拉

普拉斯矩阵L，K-均值是矩阵X T X，它们在解的表达上

是完全一致的 . 综上所述，加权邻接矩阵 W 可以被看

作一般的数据表示形式 . 在这种情况下，可以证明谱聚

类的目标函数与对称NMF目标函数的等价性，如式 (13)

所示：

H = arg max 
H T H = IH ≥ 0

tr (H TWH )
    =  arg min

H T H = IH ≥ 0

 -2tr (H TWH )
   =  arg min

H T H = IH ≥ 0

  W
2 - 2tr (H TWH ) +  H T H

2

  =  arg min
H T H = IH ≥ 0

 W -HH T 2

  （13）

通过放宽约束 H T H = I 可以完成上述证明［24］. 经
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由以上的分析，谱聚类直接与K-均值聚类相关 . 其中，

K-均值聚类与 NMF 具有等价性 . 因此，NMF 和谱聚类

以一种简单的方式保持了一致性 .
3　基于正则变换的NMF稀疏网络社区发现

方法

3. 1　NMF的社区发现基本原理

在概述基于 NMF 的社区发现方法原理之前，首先
简要介绍经典社区发现方法的定义和数学形式 . 社区
发现的目的是将图 G = (VE)的顶点集划分成 c 个不同

的子集，使得该解决方案满足社区结构的基本特征 . 假
设 V ={12n}表示网络中的顶点集合，n = |V|表示顶

点的总数量 . 假设有 c 个子集的社区解决方案已经提
前给出，然后用分区矩阵P表示网络的划分结果［25］，如
式 (14)所示：

Pik = {1
0

     
if 节点 vi 属于第 k个子集 

否则

s.t. ∑
k = 1

c

Pik = 1       ( )1 ≤ i ≤ n

（14）

那么，第 k 个社区的大小可以表示为∑
i = 1

n

Pik. 另外，

对于一个有意义的社区，我们假设每个 k 满足条件

0<∑
i = 1

n

Pik < n（没有空的社区和包含所有节点的社区）［26］.
我们称这种划分为硬划分，因为它们构造的分区使每
个节点都当且仅属于一个社区 .

显然，应该构建一个有意义的分区，使类似的节点
出现在相同的社区中［26］. 因此，我们可以定义相似性函
数来评估节点之间的相似性如式 (15)所示：

s ( )Pvi vj =
ì
í
î

1 假如节点  vi 和 节点vj 是完全相似的

0  假如节点  vi 和节点 vj 是完全不相似的

                  s.t.  s ( )Pvi vj Î [ ]01

                        s ( )Pvi vj  对所有的 Pij是连续可微的

（15）
为了简单起见并从依赖关系P进行抽象，我们将上

述相似函数简单地表示为 sij. 在考虑节点相似性方面，

可以根据先验知识进行合理假设，在这里记为
~
sij . 例

如，在某种程度上，节点 vi 和节点 vj 之间有边意味它们
之间的相似性，而没有边则意味着不相似性［27］. 基于
此，我们可以通过计算实际相似度值与指定相似度值
的接近程度来评估给定分区，如式 (16)所示：

E (P ) =∑
i = 1

n ∑
j = 1

n ( )s͂ij - sij

2

（16）
为了通过矩阵来表达这一概念，我们引入矩阵

S（P）=［sij］和 S͂ =［
~
Sij］. 一般来说，我们可以把给定图的

邻接矩阵 A 看作表示先验相似性的适当候选 . 因此

有 S͂ = A. 由于邻接矩阵符合相似性假设，即对于有边

连接的节点对，它的相似度为 1；对于没有边连接的

节点对，它的相似度为 0［27］. 接下来，应该实例化指定

的相似度函数，并满足上述公式列举的条件，可以表

达为

sij = ∑
k = 1

c

Pik Pjk （17）
上述概念要求属于同一个分区的节点相似度等于

1，否则等于0. 从矩阵的形式进行表达，可以表达为

S (P ) = [ sij ] = PPT （18）
下面我们可以通过构造一个NMF问题来获得一个

适当的分区矩阵P，使E(P)最小化，其形式化表达如式

（19）所示：

min E ( )P
P ≥ 0

=∑
i = 1

n ∑
j = 1

n ( )s͂ij - sij

2

                 = ( A - PPT ) 2

                 =  A - PPT 2

（19）

显然，期望的相似度矩阵以及社区的数目作为输

入，在这里由邻接矩阵A和通过设置潜在因子 k指定的

社区数量 .
3. 2　基于正则变换的NMF稀疏网络社区发现算法

原理

受以下事实的启发，即通过从局部特征向量学习

得来的正则化矩阵作为网络的替代矩阵表示，谱方法

在一般谱聚类会执行失败的稀疏网络上工作得很

好［28］. 因此，尝试将这种正则化矩阵引入基于 NMF 的

社区检测方法中 .
首先，描述了如何生成上述正则化矩阵［29］. 由于

局部化表达了网络系统的局部结构，它对这些局部化

向量进行去局部化使反映全局结构信息的特征向量

具有更大的特征值［30］. 在谱聚类当中，它使用反比参

与率（Inverse Participation Ratio，IPR）去度量特征向量 l

的局部化程度［31］. 其中，IPR 的计算式是 IPR(l)= ∑
i = 1

n

l 4
i .

已有研究表明，较大的 IPR(l)值表明向量 l反映 1的局部

化结构的程度更高 . 显然，I(l)的值是从
1
n
到1，它们分

别对应向量
ì
í
î

ïï
ïï

1

n


1

n


1

n

ü
ý
þ

ïï
ïï
和{00100}.

解决方法是构建一个正则化矩阵 LZ 命名为 Z-

Laplacian，与邻接矩阵A具有相似的结构 . 矩阵LZ记为

LZ =A + Z，其中，A表示数据矩阵或者它的变体 . Z可以

通过下面的正则化学习过程获得［32］，具体描述如算法 1
所示 .
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可以看出，上述正则化矩阵Z是一个对角矩阵 . 其
中，所有对角元素都是从最局部化的向量中逐渐学习
得来 . 学习过程的原理是对局部特征向量进行惩罚，使
局部特征向量的特征值被抑制［33］. 当所有 g 个主特征

向量都去局部化之后，学习过程会停止 . 在这种情形
下，假定所获得的 Z-Laplacian 矩阵只显示矩阵 A 的全

局结构，而不显示它的局部结构 .
基于上述正则化矩阵的NMF社区检测方法的思想

可以描述为算法2［34］.

对于矩阵 P的每一个行向量 P i，对 P i 进行规范化，

使P i的所有元素的累加之后为 1，即∑
j = 1

k

pij = 1，规范化后

P中的元素P ij表示节点 i隶属于社区 j的强度 . 另外，在

这里将节点 i归属为隶属度最大的社区类别 . 其中，关
于算法的参数化部分，在下面的小节给出 .
3. 3　算法参数学习

如上所述，在这里选择一个简单快速的方法来估
计基于非负矩阵分解的社区发现算法的社区数目 k. 已
有研究证明了它的有效性，它是基于某些图算子的谱

性质，例如非回溯矩阵［35］.

对于给定的复杂网络 G，A 表示它的邻接矩阵，则

节点 k的度可以表示为 di =∑
j = 1

n

Aij. 接下来，给出非回溯

矩阵的定义，该矩阵将被用于估计社区的数目 .
在这里，用m表示给定无向复杂网络的边数，相应

的非回溯矩阵记为 B. 在建立矩阵 B时，用两个有向的

边来表示节点 i和节点 j之间的边：一个是从节点 i到节

点 j，另一个是从节点 j到节点 i. 然后规模为 2m ´ 2m的

矩阵B可以由式 (20)定义：

Bi® pq® l =
ì
í
î

1   假如p = q并且i ¹ l

0             否则  
（20）

矩阵 B的谱被证实由±1以及式 (21)表示的规模为

2n ´ 2n的矩阵的特征值两个部分组成 .
B͂ = ( )0n U - In

-In A
（21）

其中，0n 表示规模为 n ´ n并且所有元素为零的矩阵 . I

表示 n ´ n的单位矩阵，U = diag (di)表示 n ´ n的对角矩

阵，对角元素为 di. 有研究表明，假如网络具有 k 个社

区，那么前 k个最大特征值在矩阵 B͂的量级上是实值 .
特别地，它们从其他特征值聚集的区域分离开来 . 其他

特征值聚集的区域包含在一个半径为 B͂
1
2 的圆中，这

k个特征值被认为是矩阵 B͂带有信息的特征值 . 进一步
地，已有研究表明非回溯矩阵的谱范数可以由式 (22)来

近似表示 .
d͂ = ( )∑

i = 1

n

di

-1( )∑
i = 1

n

d 2
i - 1 （22）

由于非回溯矩阵的信息特征值是实值的，并且与

其他特征值坐落的半径为 B͂
1
2 的圆形区域相分离 . 可

以通过对该圆形区域外的特征值数目进行计数来估计
k的取值 . 注意到，参数学习过程表现良好，尤其是当已
知复杂网络的社区具有相似的大小和边缘密度时 .

特别是，对于随机块模型生成的网络，圆外的实特
征值的数目似乎是网络中存在的簇的数目的自然指
标 . 那么对于实际网络的划分而言，在某些网络中，圆
外分布的大的实特征值可能对应于网络图中的小团 .
4　实验结果分析

在这里，将提出的基于 NMF 的稀疏网络社区检测
（NMFS）算法与现有的基于 NMF 模型的有代表性的社
区检测算法，即Zhang等人［35］在稀疏环境下提出的有界
非负矩阵三因子分解模型（overlapping community detec⁃
tion via Bounded Nonnegative Matrix Tri-Factorization，
BNMTF）进行比较 . 对于现实世界中的稀疏网络，选择
以政治博客网络为例 . 对于人工生成网络，使用随机块

模型来生成具有预定义社区结构的稀疏网络 . 通过对

算法1 规则化学习

输入: 邻接矩阵A, 其他3个预设参数,即特征向量个数g、学习速率

η =O(1)、阈值Δ.
输出: Z-Laplacian,记为LZ, 它的主特征向量只揭示了A当中的全局

结构

1. 将矩阵Z的元素都初始化为0
2. 将LZ的前g个最大特征值对应的特征向量集合记为

E = {e1 e2 eg}
3. 在上述前g个特征向量中选择具有最大 IPR值的特征向量记为 l,
它可以表达为式子 l = arg max ZeÎ EIPR(e)

4. 假如 IPR(l)< Δ,返回 LZ = A + Z. 否则,"iZii ¬ Zii - ηl 2
i ,然后转到

步骤2

算法2 基于正则化矩阵的NMF社区发现方法

输入: 正则化矩阵LZ,社团数k

输出: 划分矩阵P,它揭示了图G中的社区结构

1. 利用非回溯矩阵估计社区数目的合适值k

2. 对于计算对称非负矩阵分解Lz =PPT,更新规则是

    P ij ¬ P ij

|

|

|

|
|||
|

|

|
1 - β + β

( )Lz P
ij

( )PPT P
ij

其中0 < β ≤ 1.实际上,我们发现β =
1
2
是一个比较好的选择 .

3. 在迭代的第一阶段可以使用快速算法,
 P¬max (Lz P (PT P ) -1

0)

4. 目标函数即式 (19)收敛后,可得到划分矩阵P
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这两组数据进行分析，结果表明本文提出的算法所发

现的社区结构更接近实际情况 . 同时，利用评价指标归

一化互信息（Normalized Mutual Information， NMI） 对几

种典型稀疏网络的性能进行比较，验证了本文方法的

优越性 .
网络稀疏性的定性定义是网络中实际存在的边数

要远小于最大可能的边数 . 它的定量定义主要依赖以

下两个方面的度量：网络密度以及平均度 . 实验数据的

相关统计信息如表1所示 .

4. 1　现实世界网络与模拟网络测试

（1）政治博客网络

政治博客网络（Polblogs Network）是现实世界中具

代表性的稀疏网络之一，它由 1 222个节点和 16 714条

边组成［36］. 节点表示关注美国政治事件的博客，边表示

这些博客之间的超链接 . 在这里，忽略超链接的方向不

考虑链接的方向性 . 人工管理者手动标注了每个博客

的观点倾向，即自由或者保守 . 它们被认为是正确的社

区标签，因此上述政治博客网可以划分为两个持不同

政治观点的社团 .
首先，能够通过相应的非回溯矩阵的谱特性来估

计社区的数目 . 图 1 显示了政治博客网对应的非回溯

矩阵的谱分布情况，它表明政治博客网可以分为多于

2个社区 . 在前文中，已经提到对于实际网络它预示了

网络中的小团结构 . 显然，这里根据实际的标注情况，

可以设置 NMFS 算法的关键参数社区数目 k = 2. 为了

更加直观，在图 2 给出了与实际情况相符的社区划分

结果 . 然后利用提出的 NMFS 算法发现社区结构，结

果如图 3 所示 . 同时，通过 BNMFS 算法发现的社区结

构在图 4中给出 .

与实际的情况相比较，图 3中的分割结果与图 2中

实际情况大致相同，将政治博客网划分为自由与保守

两个派系 . 另外，由图可以看出它们的区别也是明

显的 .

特别地，对于 BNMFS算法这里预先设置关键参数

即社区数目为 k = 2. 它与实际的情况相一致，相应的社

区发现结果如图 4 所示 . 与本文提出的 NMFS 算法类

似，由 BNMFS算法发现的两个社区结构大致上与实际

表1　数据集信息

数据集

Polbooks Network
PolblogsNetwork

Synthetic Network

数据集

节点数

105
1 222
500

边数

441
16 714
2 442

社区

个数

3
2
5

平均度

8.40
27.37

9.78

密度

0.080 770 0
0.022 403 9
0.019 571 5

图1　政治博客网络的非回溯矩阵的谱分布情况

图2　政治博客网络的实际社区结构

图3　由提出的NMFS算法发现的社区结构
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背景是一致的 . 但是，相比本文提出的 NMFS 算法，根

据实际的情况而言它将更多的节点划入了不正确的社

区 . 关于节点误分的统计值将通过性能指标曲线在后

文给出相应描述 .
（2）合成网络

在这里，使用随机块模型来生成一个合成稀疏网

络（Synthetic Network）. 标准的随机块模型是用来生成

具有内在社区结构网络的经典模型的 . 考虑有 N个节

点的网络，它可以分成 q 个组 . 每个节点 i 有隐藏的标

签 li = {12q}. 对于节点对 (ij )，连接节点 i 和节点 j

的边以概率 Pli lj
独立产生 . 因此，有 q ´ q 矩阵 Pab 称为

关联矩阵 . 当Pab =O ( 1
N )时，生成的是稀疏网络 . 所以

有 cab =NPab，可以假设 cab =O(1)，当 N®¥. 当组分配被

确定时，可以使用该模型生成一个有 500个节点的稀疏

网络 .
然后将两种算法的社区划分结果与上述合成稀疏

网络的预定义社区进行比较 . 类似地，首先通过分析模

拟生成的稀疏网络相应的非回溯矩阵的谱来估计社团

的合适数目 . 如图 5所示，由图可以看出该模拟生成的

稀疏网络可以划分为 5个社区 . 因此，基于NMF模型的

社区发现方法的关键参数即社区个数的值可以设置

为 k = 5.

为了方便对比，图 6显示了模拟生成的稀疏网络的

内在社区结构 . 图 7显示了提出的NMFS算法挖掘出的

社区结构，而由比较算法发掘的社区结构如图8所示 .

依据图 7可以看出，NMFS算法发掘出的社区结构

与在该模拟生成的稀疏网络上预定义的社区结构基本

一致 . 对于BNMTF算法根据随机块模型的生成机理将

社区个数值预设为 k = 5. 从图 8中可以看出，与模拟生

成的稀疏网络预定义的社区结构相比，由BNMTF算法

发现的社区比本文提出的 NMFS算法发现的社区具有

更大的差异 . 这种差异性在数值上的体现，将在后文通

过性能指标曲线给出相应的描述 .
4. 2　准确性评价

通过计算归一化互信息NMI，比较提出的NMFS算

法和BNMTF算法的性能 . NMI指标被广泛运用于评测

聚类算法的性能 . 已有研究表明，NMI的值越大表示发

现的社区结果越准确，NMI 的形式化定义如式（23）
所示：

图5　合成稀疏网络的谱分布情况

图6　合成稀疏网络的内在社区结构

图4　由比较算法BNMTF发现的社区结构
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NMI(XY )=
-2∑

i = 1

NX ∑
j = 1

NY

C ij log
C ijC

C iC j

∑
i

C i log
C i

C
+∑

j

C j log
C j

C

（23）

其中，X表示实际情况下的社区结构，Y表示由具体算法

发掘的社区结构，NX和NY分别表示X和Y的社区数目 .
特别地，C表示混淆矩阵 . Cij表示由具体算法划分到社

区 j的节点数目，但事实上这部分节点在实际情况下应

该是归属为社区 i的 . Ci表示矩阵C第 i行所有节点元素

值的和，Cj表示矩阵C第 j列上所有元素值的和 .
为了测试 NMFS 算法和 BNMTF 算法的性能，在前

面两个数据集的基础上引入现实世界网络政治书籍网

络（Polbooks Network）. 应用数据集包括两个现实世界

的稀疏网络，如政治博客网络和政治书籍网络以及一

个模拟生成的稀疏网络 . 对于上述数据集，NMI值被分

别在两种算法上计算出来 . 如图 9 所示，可以看出

NMFS 算法在上述 3 个代表性稀疏网络上具有更高的

NMI 值 . 此外，BNMTF 算法在网络上的社区发现结果

过于依赖相关参数的预置值 .
在社区发现方法的评价方面，NMI 表明所发现的

社区结构与实际情况的相似程度 . NMI值越大，发现的

社区结构越接近真实的社区结构 . 因此，从评价指标归

一化互信息的角度来看，NMFS算法提高了在稀疏网络

上发现社区结构的准确性 .

5　总结

受解决基于矩阵表示的谱方法中局部化问题的一

种方法的启发，本文提出了基于 NMF的稀疏网络社区

发现算法（NMFS）. 谱方法在给定数据可以表示成矩阵

形式时，能够很好地发掘数据隐含的全局结构 . 然而，

当数据矩阵稀疏或有噪声时，由于稀疏或噪声引起的

特征向量（或奇异向量）的局部化，经典的谱方法往往

无法工作 . 作为解决谱方法中局部化问题的一种方法，

最近提出了一种从局部化特征向量中学习正则化矩阵

的通用方法 .
本文提出的 NMFS算法，主要有两个方面的优势 .

首先，通过从局部特征向量学习正则化矩阵表达复杂

网络拓扑结构，提高了算法在稀疏网络上发掘社区结

图7　由NMFS算法发现的社区结构

图8　由比较算法BNMTF发现的社区结构

图9　NMFS算法和BNMTF算法在不同测试网络上的NMI值
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构的准确性和效用 . 其次，对于基于 NMF 算法的关键

参数，使用一种简单快速的方法来确定潜在因子值 . 在

未来的工作中，将针对稀疏网络上的社区发现问题做

进一步的探索研究，并对基于 NMF方法的关键参数设

定问题设计自适应的方法，使参数的预设值适应性

更强 .
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